
高知工科大学 経済・マネジメント学群

矢内 勇生 
や な い ゆう き

　　　　https://yukiyanai.github.io 

　　　　yanai.yuki@kochi-tech.ac.jp

計量経済学
7. 回帰分析の応用

https://yukiyanai.github.io
mailto:yanai.yuki@kochi-tech.ac.jp


© Yuki Yanai

このトピックの目標

•重回帰分析を理解する 

‣重回帰分析における「コントロール」の意味を理解する 

‣重回帰分析で生じ得るバイアスについて理解する 

•回帰分析で利用する応用的なテクニックを理解する 

‣線形変換 

‣さまざまな仮説の検証法
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重回帰分析
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因果関係を知りたいとき

•実験：因果関係を調べるための最善策 

•しかし、どんな問題でも実験できるわけではない 

•調査・観察・観測データ（observational data）に頼るしか
ない
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統計的因果推論
•比較的大きな標本サイズのデータを使って理論を検証する 

•自然実験 (natural experiments) 

•準実験 (quasi-experiments) 

‣操作変数法 (instrumental variable method) 

‣回帰不連続デザイン (regression discontinuity design) 

‣差分の差分法 (difference-in-differences [DiD]) 

•条件付け 

‣統制変数を伴う回帰分析：重回帰分析 

‣パネルデータ分析
5
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何を検証する？ (1)

•検証したい理論： 「  が  を引き起こす」 

•この関係は決定的 (deterministic) か？ 

•例：「教育が政治参加を促す」 

•変数の操作化 

‣教育：大卒か否か 

‣政治参加：国政選挙での投票参加

X Y
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•決定論的理論: 「大学の学位は国政選挙で投票するため
の必要十分条件である」 

•大卒だが投票していない人を「1人だけ」見つけたらど
うする？ 

‣決定論では、理論を否定する必要がある 

‣社会科学の理論として、それでいいの？
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•ほとんどの場合、私たちが検証したいのは、確率的理
論： 「大学に行くと、国政選挙での投票確率が上がる傾
向にある」 

•理論的予測に合致しない人を少数見つけても、理論の否
定にはならない 

‣十分大きな標本サイズで、少人数が理論に合致しなくて
も、大きな傾向に影響はない 

•大卒と大卒未満の2つのグループで、平均すると大卒の方
が投票率が高いことを示せればよい

﹅ ﹅ ﹅ ﹅ ﹅
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条件付け：「他の条件が等しければ」
•2つ（以上）のグループを比較する 

•社会科学では、以下のような異質な個体を比較する 

‣人間 

‣国家 

•通常、調べている要因以外の「他の条件」は等しくない！ 

‣大卒と大卒未満では、「親の年収」に違いがあるかもし
れない 

•「他の条件が等しい(ceteris paribus)」状況で比較したい
9
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重回帰分析

•「他の条件が等しい」状況を作り出すため、重回帰分析
を利用する 

•検証したい理論：「  が  を上昇（減少）させる」 

•応答変数：  

•主な説明変数:  

•統制（コントロール）変数:  （複数あってよい）

X Y

Y

X

Z
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コントロール・条件付け
•変数  を統制（コントロールする）：  は統制（コント

ロール）変数と呼ばれることも 

•  は複数あってもよい:  

•私たちが比較したい個体が様々な面で異質なとき、複数の
要因を統制する必要がある 

•複数の要因を統制するためには、大きな標本サイズが必要 

‣  で一人は女性、もう一人は男性のとき、性別を統
制できる？

z Z

Z Z1, Z2, …

N = 2
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重回帰モデル
•理論的関心：  が  に影響するかどうか 

‣問題：  がセレクションバイアスを引き起こす 

•重回帰モデル 

 

•検証する仮説 

‣帰無仮説  vs. 対立仮説  

‣  は検証の対象ではない！

X Y

Z

Yi ∼ Normal(α + βXi + γZi, σ)

β = 0 β ≠ 0

γ
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重回帰の結果の解釈
•理論的関心：  が  に影響するかどうか 

•重回帰モデル：  

•  の推定値：  の影響を取り除いたとき、  1単位の増

加が  を何単位増加させるか 

•  の推定値：意味なし！ 

‣  がコントロール変数なら、  の意味を解釈しようとし

てはいけない！

X Y

Yi ∼ Normal(α + βXi + γZi, σ)

β Z X

Y

γ

Z γ
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重回帰の結果の解釈（2）

•理論的関心：  に影響を与える変数は何か？ 

•重回帰モデル：  

•  の推定値：  の影響を取り除いたとき、  1単位の増

加が  を何単位増加させるか 

•  の推定値：  の影響を取り除いたとき、  1単位の増

加が  を何単位増加させるか

Y

Yi ∼ Normal(α + βXi + γZi, σ)

β Z X

Y

γ X Z

Y
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因果推論のための 
重回帰分析
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どの変数を統制する？
•重回帰で使う変数は何？ 

‣応答変数（理論における結果）：絶対に必要 

‣主な説明変数（理論における原因）：絶対に必要 

‣統制変数（共変量）：必要かもしれない（ほとんどの場
合、必要） 

- どの変数を統制する？ 

- いくつの変数を統制する？
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重回帰分析の共変量
•重回帰分析には、統制すべき変数と、統制すべきでない変数
がある 

‣統制すべき変数 

- 交絡変数 

‣統制すべきでない変数 

- 処置後変数 

✦ 媒介変数（中間因子） 

✦ 合流点
17
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回帰分析
•線形回帰モデル（最小二乗法で推定）を考える 

‣ ： 応答変数 

‣ ：主な説明変数（原因と考えられる変数） 

‣ ：統制変数（共変量） 

•私たちが知りたい（推定する）のは、  が  に与える影響 

‣  の  に対する因果効果：  が1単位増加したとき、  は何
単位増加するか？ 

‣この効果を推定する：係数の点推定値と信頼区間

Y

X

Z

X Y

X Y X Y
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回帰分析の例

•身長とプロ野球の観戦時間の関係は？ 

‣プロ野球の観戦時間は身長を伸ばす？ 

•理論的に考えると、おそらく No! 

•しかし、回帰分析をすると… 

‣ Yes ???
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何が問題か？

•統制すべき「他の要因」が存在 

•女性と男性は同じではない 

•性別が野球の観戦時間 ( ) と身長 ( ) の両者に影響を及
ぼす 

‣男性の方が野球を観る 

‣男性の方が身長が高い

X Y

性別

野球観戦 身長
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セレクションバイアス

•統制変数を入れ忘れた回帰分析だと、なぜ間違えるの
か？ 

‣最小二乗推定量が、因果効果の推定を誤る：推定結果
にバイアスが生じる 

- 欠落 [脱落] 変数バイアス 

- 内生性 (endogeneity) 

- セレクションバイアス

23
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セレクションバイアス（復習）
•Selection bias:  

‣  : 処置を受けた群の個体が、処置を受けなかったとき

の潜在的結果の期待値 

‣  : 処置を受けなかった群の個体が、処置を受けなかっ

たときの潜在的結果の期待値 

• 　ならセレクションバイアスはない 

→ その場合、ATT が推定できる (ATE ではないので注意） 

•バイアスがある：処置の値と潜在的結果の値に相関がある 

‣処置を受けた群と受けていない群で、結果のベースラインに違いが
ある

𝔼[Y(0) ∣ D = 1] − 𝔼[Y(0) ∣ D = 0]

𝔼[Y(0) ∣ D = 1]

𝔼[Y(0) ∣ D = 0]

𝔼[Y(0) ∣ D = 1] = 𝔼[Y(0) ∣ D = 0]
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変数 X, Y, Z の関係
•Yは結果、Xは原因とする 

•3つの可能性 

1. Z は X と Y の交絡変数 (confounder) である 

2. Z は X と Y の合流点 (collider) である 

3. Z は X と Y の媒介変数（mediator, 中間因子）である 

‣セレクションバイアスが生じるのは、交絡変数 Z が存
在するとき
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交絡変数 Z

26

X

Y

Z
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合流点 Z
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X

Z

Y



© Yuki Yanai

媒介変数 Z
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X

Y

Z
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Zが交絡変数のとき

•Zの変化がXとYの変化を同時に引き起こす 

•Y を Xだけに回帰すると、バイアスが生じる
29
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Z が交絡ではない場合 (1)

30
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•Zの変化は、Xの変化には影響しない
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Z が交絡ではない場合 (2)

•Zの変化は、Yの変化には影響しない
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バイアスを取り除くには？

•Zの値を「固定」すればよい 

‣ Zを統制した重回帰分析
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回帰分析における交絡変数の扱い方

•交絡は統制（コントロール）せよ！ 

‣交絡を、重回帰分析の説明変数に加えればよい！ 

•交絡を統制すれば、バイアスを防げる 

•交絡を統制し損ねると、欠落変数バイアス (omitted 

variable bias; OVB, 経済学ではセレクションバイアス [selection bias] 

とも呼ばれる) が生じる
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回帰分析における処置後変数の扱い方

34

•因果推論では、原因となる変数のことを「処置変数」と呼
ぶ 

‣処置から延びる矢印が向かう先の変数を処置後変数と呼ぶ 

•2つの処置後変数：合流点と媒介変数 

‣理論的に考えて処置後変数だと思われる変数は、回帰分析
から外す 

‣回帰分析に含めてしまうと、「処置後変数バイアス」と呼
ばれる問題が生じる

﹅



変数変換
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線形変換 (Linear Transformation)

•回帰式をより解釈しやすいものにするために、変数を変
換する 

•1次関数を利用して変換する 

‣回帰式の実質的な意味は変わらない
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測定単位の変更
•選挙費用で得票率を説明する回帰式は、以下のように表せる 

(1) 選挙費用の測定単位が100万円のとき 

得票率 = 7.7 + 3.1・選挙費用 [100万円]+ 誤差 

(2) 選挙費用の測定単位が1円のとき 

得票率 = 7.7 + 0.0000031・選挙費用 [1円]+ 誤差 

- 一見すると、(1) のほうが (2) よりも選挙費用の効果が大きく見える 

- しかし、実際には２つの式の意味は同じ 

- 解釈の難度が違う：どちらがわかりやすい？

37
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標準化
•変数  の  値（  得点）を使って回帰分析を行うこともできる 

•変数  の  値は 

•すべての説明変数を  値で標準化する： 

‣回帰係数：他の説明変数の値を一定に保ち、注目する説明変数
の値を1標準偏差分大きくしたとき、応答変数が何単位分大きく
なるか 

‣切片：すべての説明変数がそれぞれの平均値をとったときの応
答変数の予測値

x z z

x z

z

38

z(x) =
x� x̄

ux
=

x� xの平均値
xの不偏分散の平方根

<latexit sha1_base64="AHdjQ1khreJ+F0nMqi60pLtw4F8="></latexit>
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その他の標準化
•単位を変えるのも標準化の1種 (e.g., 160cm -> 1.6m) 

•その他の例：ある意見に賛成か反対かを7点尺度で尋ねる 

‣ 1点：強い反対,  ・・・, 7点：強い賛成：回帰係数の解
釈が難しい 

‣標準化する 

- -1点 = 強い反対, 0点 = 中立, 1点 = 強い賛成 

- 回帰係数：強い反対と中立の差、中立と強い賛成の差
39

得点� 4

3
<latexit sha1_base64="lUhZsy3VuY9Vh5Xvzy1hJv5XWY8=">AAACF3icbZDLSsNAFIZPvNZ6i7pw4WawCG4sSVvQZcGNywr2Am0pk+mkHTrJhJmJWELeQhAfRTcuFHGrO9/GaZuFtv5w4OM/5zBzfi/iTGnH+baWlldW19ZzG/nNre2dXXtvv6FELAmtE8GFbHlYUc5CWtdMc9qKJMWBx2nTG11O+s1bKhUT4Y0eR7Qb4EHIfEawNpawD6EDPkjAQCAxHIAHAu4g6T1ET5ACgjNTFUMJlCHt2QWn6EyFFsHNoACZaj37q9MXJA5oqAnHSrVdJ9LdBEvNCKdpvhMrGmEywgPaNhjigKpuMr0rRSfG6SNfSFOhRlP390aCA6XGgWcmA6yHar43Mf/rtWPtX3QTFkaxpiGZPeTHHGmBJiGhPpOUaD42gIlk5q+IDLHERJso8yYEd/7kRWiUim65WLquFKrVLI4cHMExnIIL51CFK6hB3cR+D8/wCm/Wo/VivVsfs9ElK9s5gD+yPn8ABNGYVw==</latexit>
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スケーリングの方針
•どの単位で測ることに意味があるか？ 

‣選挙費用が1円変化することの影響を議論する意味はあるか？ 

•重回帰の場合：係数の値が変数ごとにあまりにも大きくばらつく
ことを避ける 

‣１つの目安 

- 正の値しかとらない変数：0以上1以下の間に収める 

- 正負の値をとる変数：-1以上1以下の間に収める 

‣ただし、結果を解釈するときに、元の測定単位が使えなくなる
ことに注意

40



© Yuki Yanai

中心化 (1)

•回帰式の切片の値：すべての説明変数の値が0のときの
応答変数の予測値 

‣ 0をとらない説明変数があるとき：実質的な意味なし 

‣ 0が最小値または最大値のとき：データの「端」 

★ 説明変数を中心化 (centering) する！ 

‣線形変換の一種

41
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中心化 (2)
•標本平均を使った中心化 

•基礎知識や慣習を使った中心化 

‣例1）女性ダミーの中心化：男女比が1対1だと仮定 

‣例2）知能指数 (IQ) の中心化：平均は100のはず 

•すべての説明変数が中心化された回帰式の切片：すべての説明変数が平
均（またはその他の中心）の値をとったときの応答変数の予測値（平均
値）

42

xc = x� x̄
<latexit sha1_base64="E+W805tQ7ogdalpWJRbVKOnWqQ8=">AAAB+nicbVBNS8NAEJ34WetXqkcvi0XwYkmqoBeh4MVjBfsBbQib7aZdutmE3Y22xP4ULx4U8eov8ea/cdvmoK0PBh7vzTAzL0g4U9pxvq2V1bX1jc3CVnF7Z3dv3y4dNFWcSkIbJOaxbAdYUc4EbWimOW0nkuIo4LQVDG+mfuuBSsVica/HCfUi3BcsZARrI/l2aeQTdI1G6Ax1Ayyz0cS3y07FmQEtEzcnZchR9+2vbi8maUSFJhwr1XGdRHsZlpoRTifFbqpogskQ92nHUIEjqrxsdvoEnRilh8JYmhIazdTfExmOlBpHgemMsB6oRW8q/ud1Uh1eeRkTSaqpIPNFYcqRjtE0B9RjkhLNx4ZgIpm5FZEBlphok1bRhOAuvrxMmtWKe16p3l2Ua7U8jgIcwTGcgguXUINbqEMDCDzCM7zCm/VkvVjv1se8dcXKZw7hD6zPH6OSkvQ=</latexit>

femalec = female� 0.5
<latexit sha1_base64="AGBIgJHWEkHYB0ilAuu65DeNB9E=">AAACDnicbVDLSgMxFM3UV62vUZdugqXgxmGmKroRCm5cVrAPaIchk2ba0GQyJBmxDP0CN/6KGxeKuHXtzr8xbWdhWw9cOJxzb3LvCRNGlXbdH6uwsrq2vlHcLG1t7+zu2fsHTSVSiUkDCyZkO0SKMBqThqaakXYiCeIhI61weDPxWw9EKiriez1KiM9RP6YRxUgbKbArXR6KxywiHDEyDjC8hnMKPIWucxHYZddxp4DLxMtJGeSoB/Z3tydwykmsMUNKdTw30X6GpKbYvFrqpookCA9Rn3QMjREnys+m54xhxSg9GAlpKtZwqv6dyBBXasRD08mRHqhFbyL+53VSHV35GY2TVJMYzz6KUga1gJNsYI9KgjUbGYKwpGZXiAdIIqxNgiUTgrd48jJpVh3vzKnenZdrtTyOIjgCx+AEeOAS1MAtqIMGwOAJvIA38G49W6/Wh/U5ay1Y+cwhmIP19QvSQ5tG</latexit>

IQc = IQ� 100
<latexit sha1_base64="VYM+/3XCTqzTy8LGlGHW+oWdKxQ=">AAACBnicbVDLSgMxFM34rPU16lKEYBHcWGaqoBuh4EZ3LdgHtMOQSTNtaB5DkhHL0JUbf8WNC0Xc+g3u/BvTB6KtBy6cnHMvufdECaPaeN6Xs7C4tLyymlvLr29sbm27O7t1LVOFSQ1LJlUzQpowKkjNUMNIM1EE8YiRRtS/GvmNO6I0leLWDBIScNQVNKYYGSuF7kGbR/I+u6kOQwwv4c8LnkDf80K34BW9MeA88aekAKaohO5nuyNxyokwmCGtW76XmCBDylDMyDDfTjVJEO6jLmlZKhAnOsjGZwzhkVU6MJbKljBwrP6eyBDXesAj28mR6elZbyT+57VSE18EGRVJaojAk4/ilEEj4SgT2KGKYMMGliCsqN0V4h5SCBubXN6G4M+ePE/qpaJ/WixVzwrl8jSOHNgHh+AY+OAclME1qIAawOABPIEX8Oo8Os/Om/M+aV1wpjN74A+cj2+41pdU</latexit>
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標準化した変数による単回帰
•標準化された変数  と  を用いた単回帰： 

 

ただし、 ,   

•切片  

•傾き　 ：  と の相関係数 

•つまり、通常の回帰：  で 

zx zy

zyi ∼ Normal(s + rzxi, σ)

Zyi =
yi − ȳ

uy
Zxi =

xi − x̄
ux

s = 0

r ∈ [−1,1] x y

yi = a + bxi + ei

|b | > 1 ⇒ uy > ux



© Yuki Yanai

相関係数と単回帰の回帰係数
•一般的な単回帰（標準化されていない場合）を考える 

‣  と  の共分散を  とする 

‣  と の相関係数  :  

‣回帰式の傾き ： 

x y Cov(x, y)

x y r r =
Cov(x, y)

Var(x)Var(y)

b

b =
Cov(x, y)

Var(x)
=

Cov(x, y)
Var(x)

Var(x)

Var(x)

Var(y)

Var(y)

= r
Var(y)

Var(x)
= r

SD(y)
SD(x)
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主成分直線と回帰直線

-4

-2

0

2

-2 0 2
x

y 回帰直線
主成分線

図：標準化された  と  の関係：相関係数 = 0.5x y

Zx

Zy



© Yuki Yanai

平均への回帰 (regression to the mean)
•主成分直線と回帰直線を比較する 

‣主成分直線 

-  が小さいときの  の予測が過小 

-  が大きいときの  の予測が過大 

‣回帰直線：どの  の周辺でも、データの中心を予測 

‣平均への回帰：標準偏差で測ったとき、 

 と  の距離   と  の距離 

- 「どんな変数も次第に平均に近づく」とは言っていない 

- 予測値の平均値からの乖離は、説明変数の平均値からの乖離より小さい（割り
引いて考える）ということ

x y

x y

x

̂y ȳ < x x̄
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対数 (logarithm)
•対数：指数関数の逆関数 

•  のとき、  を「  を底とする の対数」と呼び、  と書く 

•定義域：  

•例：底が10の対数 

‣  が  と増えるとき、対数は  と増える 

- スケールを変更して考えられる！：大きな数を扱う（桁の違いに興味がある）
ときに有効 

•よく使われる対数の底： （ネイピア数） 

‣結果がわかりやすいから 

‣  を  と書く

x = ap p a x p = loga x

x > 0

x 1,10,100,… = 100,101,102, … 0,1,2,…

e

ep exp(p)
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 の対数x
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0
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4

1 10 100
x
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対数変換の効果

49

log(x) log10(x) x

0

100

200

300

-4 -2 0 2 -1 0 1 0 5 10 15 20

度
数

図：  の分布log x = loge x, log 10(x) = log10 x, x
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自然対数：底が  の対数e
•  の自然対数： 単に  と書く 

‣経済学では、  とされることも多い 

•自然対数を使う理由：結果がわかりやすい 

•例：応答変数が自然対数のとき 

                    

‣  が1単位増えると、  は0.06単位増える 

‣  が1単位増えると、  は  単位増える 

‣  の1単位分の増加は、  を約6%（つまり、0.06）増加させる 

‣係数 0.06：  の変化率（ただし、この近似が使えるのは、係数が0に近いときだ

け）

x loge(x) → log(x)

ln x

log(yi) = b0 + 0.06xi + ei

x log(y)

x y exp(0.06) − exp(0) = exp(0.06) − 1 ≈ 0.06

x y

y
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変化率としての係数：応答変数が自然対数のとき

51

-1

0

1

2

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
xの係数bの値

ex
p(
b)
 - 
1

exp(b) - 1
bを変化率と考える

図：係数が0に近いときは、係数を変化率と考えることができる

y 
の
変
化
率

xの係数 b の値
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自然対数と10を底とする対数
     

‣  が1単位増えると、  は0.026単位増える 

‣  が1単位増えると、  は 

 単位だけ増える 

‣  の1単位分の増加は、  を約6%（つまり、0.06）増加

させる 

‣係数 0.026：このままでは、  の変化率はわからない！

log10(yi) = b0 + 0.026xi + ei

x log10(y)

x y

100.026 − 100 = 100.026 − 1 = 0.06

x y

y
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対数をとらない場合
 

‣ 　とする 

 

‣よって、  を1単位増やしたときの  の増分は、 

 

‣これは、回帰式の導関数から明らか：

̂yi = a + bxi

xj = xi + 1

̂yj = a + bxj = a + b(xi + 1) = a + bxi + b

x y

̂yj − ̂yi = b

d ̂y
dx

= b
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応答変数のみ自然対数の場合
      

‣ 　とする（つまり、1単位の増分を考える） 

     

 

‣ここから、  を1単位増やしたときの  の変化率は、 

 

‣  が0に十分近いとき、  

‣よって、  が1単位増えると、  は  パーセント増加する

̂log(yi) = a + bxi ⇒ ̂yi = exp(a + bxi) = exp(a)exp(bxi)

xj = xi + 1

̂log(yj) = a + bxj = a + b(xi + 1) = a + bxi + b

⇒ ̂yj = exp(a + bxi + b) = exp(a)exp(bxi)exp(b)

x y

̂yj − ̂yi

̂yi
=

̂yj

̂yi
− 1 = exp(b) − 1

b exp(b) − 1 ≈ b

x y 100b

54



© Yuki Yanai

説明変数のみ自然対数の場合
     

‣ 　とする（つまり、1％の増分を考える）

 

‣ここで、  なので、 

‣  

‣よって、  が1%増えると、  は  単位増加する

̂yi = a + b log(xi)

xj = 1.01xi

̂yj = a + b log(xj) = a + b log(1.01xi) = a + b log(xi) + b log(1.01)

log(1.01) ≈ 0.01

̂yj − ̂yi = b log(1.01) ≈ 0.01b

x y 0.01b
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応答変数と説明変数が自然対数の場合
     

‣ 　とする（つまり、1％の増分を考える）

 

‣よって、 

‣  

‣よって、  が1%増えると、  は  増加する 

‣ここで、  なので、  が0.01 増える

というのは、  が1%増えることに匹敵する 

‣したがって、  が1%増えると、  は  % 増加する（つまり、  は弾力性）

̂log(yi) = a + b log(xi)

xj = 1.01xi

̂log(yj) = a + b log(xj) = a + b log(xi) + b log(1.01)

̂log(yj) − ̂log(yi) = b log(1.01) ≈ 0.01b

x log(y) 0.01b

log(y) + 0.01 ≈ log(y) + log(1.01) = log(1.01y) log(y)

y

x y b b
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対数変換したモデルの解釈

57

応答変数 説明変数 係数の推定値 b の意味

無変換 無変換 説明変数が1単位増えると、応答変数は b 単位増える

無変換 自然対数 説明変数が 1% 増えると、応答変数が b/100 単位増える

自然対数 無変換 説明変数が1単位増えると、応答変数が100b%増える

自然対数 自然対数 説明変数が1％増えると、応答変数が b%増える



さまざまな仮説検定
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経済理論を回帰分析で実証する
例：労働生産性と実質賃金（西山ほか 2019：第4章） 

• ：生産量 

• ：労働投入量 

•生産関数：  

‣ただし、  

• ：労働者の賃金 

• ：生産物の価格 

•企業の利潤　  

Y

L

Y = ALβ1

A > 0, β1 > 0

w

p

π = pY − wL = pALβ1 − wL

59
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経済理論を回帰分析で実証する（続）
•利潤最大化の1階の条件 

　  

 

• ：実質賃金 

• ：労働生産性 

•よって、次のような回帰式が考えられる 

　　　　            (1) 

ただし、

∂π
∂L

= pAβ1Lβ1−1 − w = 0

⇔
w
p

= Aβ1Lβ1−1 = β1
Y
L

w/p

Y/L

̂実質賃金 = β0 + β1労働生産性

β0 = 0, β1 > 0
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どんな仮説を検証する？
•(1) の回帰式について、「労働生産性が上がるほど実質賃金が上
がる」という仮説を検証したいとき 

‣帰無仮説「 」で検定を行う 

•労働投入量を  ( ) 倍したときに、生産量が  倍より多くなる
（収穫逓増）か、少なくなる（収穫逓減）か確かめたいとき 

‣帰無仮説「 」で検定を行う 

- 帰無仮説が棄却され、  の推定値 なら、収穫逓増 

- 帰無仮説が棄却され、  の推定値 なら、収穫逓減

β1 = 0

k > 0 k

β1 = 1

β1 b1 > 1

β1 b1 < 1
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「回帰係数 = 0」以外の帰無仮説を検定する
•単回帰モデル： ,   

‣帰無仮説 ；対立仮説  

‣  の推定値  

　　　　　　　  

-  統計量を計算する際、回帰係数から  を引いたものを標準

誤差で割る 

- この値を使って  検定を行う

Yi = α + βXi + ϵi ϵi ∼ Normal(0,σ)

β = βnull β ≠ βnull

β b

b − βnull

SE(b)
∼ t (N − 2)

t βnull

t
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式変換してから回帰する
      

‣  とおく 

      

 

•  を  に回帰する 

‣帰無仮説：  

‣対立仮説：  

•検定には  の推定値を使うが、推定したいのは  であることに注意する！

Yi = α + βXi + ϵi

β = γ + βnull

Yi = α + (γ + βnull)Xi + ϵi

⇔ Yi − βnullXi = α + γXi + ϵi

(Y − βnullX) X

β = γ + βnull = βnull ⇒ γ = 0

β = γ + βnull ≠ βnull ⇒ γ ≠ 0

γ β
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生産関数を対数変換する
•生産関数：  

•両辺の自然対数をとると、 

 

•  の対数を の対数に回帰すれば、  を推定できる 

‣ ：労働投入量に対する生産量の弾力性 

‣切片の推定値は、 の対数の推定値

Y = ALβ1

log(Y ) = log (ALβ1) = log (A) + β1 log (L)

Y L β1

β1

A
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二次式の推定

•例：年齢が投票率に与える影響を推定する 

‣若者の投票率は低い：年齢が投票率を上げる 

‣後期高齢者の投票率は低い：年齢が投票率を下げ
る？？ 

- ある年齢までは投票率が上がるが、その後は投票率が
下がる
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投票率を年齢に回帰する
• ：個人  ( ) が投票する確率 

• ：  の年齢 

•回帰モデル：        (2) 

‣ある年齢までは投票率が上がり、そこから下がるなら、
 になるはず 

★ 疑問：  は二次関数なので、線形回帰では

ないのでは？？？

Yi i i = 1,2,…, N

Xi i

Yi ∼ Normal(β0 + β1Xi + β2X2
i , σ)

β2 < 0

β0 + β1Xi + β2X2
i
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線形回帰で二次関数を推定する
•  とおけば、(2) の回帰モデルは、 

‣  

‣つまり、  と  という2つの説明変数をもつ重回帰であると
みなせる 

•注意：ただし、偏回帰係数の解釈には注意が必要 

‣  の推定値は、  の値を一定にたもったときに  が  に与え

る影響とは解釈できない 

- 理由：  を動かすと、必ず  も動く！

Z = X2

Yi ∼ Normal(β0 + β1Xi + β2Zi, σ)

X Z

β1 Z X Y

X Z
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次のトピック

分析結果を伝える方法


